MAI3 2.cviteni - metrické prostory 2

Navic k problémkiim z minulého cviteni:

1. a) Ukaite, ze konvergence v prostoru R” s metrikami d p(%¥hpeN 1 d,(x¥)je konvergence ,,po slozkach®.

b) Ukaite, Ze metriky (v prostoru R") d,(x,y), d,(x,») d,(x,¥) jsou ekvivalentni.

2. a) Promyslete, co ,Znamena® v prostoru C[a,b] (prostor funkei spojitych na uzavieném intervalu [a,b])
s metrikou d,,, (/. g) = m[axg]! f(x)-g(x)| konvergence posloupnosti {f,} .
Xe|d,

(Plati: limf, =1 v Cla,b] & Vxela,b]: limf,(x)=f(x) ?)
b) Jak ,,vypadd“ koule v prostoru { C[a, b], dpay ) ?

3. Bud’ M mnozina viech omezenych posloupnosti x = {x,,} redlnych isel, Je-li x,y e M, ukaZte, Ze

d(x,y) =sup|x, - yn| je metrika v M (uziva se oznaceni (/,,,d,)).
neN

Co zde znamend limx® =x ?

4. Ukazte, Ze plati:
Je-li posloupnost {x,}, x, € R" cauchyovskd v (R”,d) (resp.v (R",d,), tesp.v (R",d,)), pakje
konvergentni, (V libovolném metrickém prostoru plati: {x,} je konvergentni= {x,} je cauchyovska.
5. Bud’ (M, d) metricky prostor, {x,}, {x;}, Vals {y;} posloupnosti v (M, d) . DokaZte (nebo ukazte, Ze neplati):
a) limx, =x, limy, =y = limd(x,,y,)=d(x,»).
b) Jsou-li posloupnosti {x,}, {y,} cauchyovské, je posloupnost {d(x,,y,)} konvergentni.
c) Necht jsou posloupnosti {x,}, {y,} cauchyovské a pro posloupnosti {x;}, {J’n} plati
limd(x,,x,)=0 a limd(y,,y,)=0. Pak i posloupnosti {xn }, {y,, } jsou cauchyovské
a limd(x,,y,)=lmd(x,,y,).
d) UkaZte, %e relace {x,} {x,, }, kdyz limd(x,,x,)=0 je ekvivalence v mnoZin& posloupnostf
v prostoru (M, d).

6. Zopakujte si pojmy mnoZina oteviend, vzaviena v (M, d) ((M,d) - metricky prostor), uzdvér mnoZiny, vaitini bod,
hrani¢ni bod hromadny bod mnoZiny. ‘
Ukazte:
a) X c(M,d)je uzaviend mnoZzina < M — X je mnoZina oteviena.
b) ae M je hromadny bod mnoZiny X <> pro kazdou kouli B(a,r)je mnoZina B(a,r) X neckonetna.
c) ae M je hromadny bod mnoZiny X, a¢ X = « je hraniénim bodem mnoZiny X .
d) je-li a je hraniénim bodem mnoZiny X, musi byt hromadnym bedem mnoZiny X ?

7. Rozhodnéte, zda plati tvrzeni ( bud’ dokaZte, Zze plati, nebo pomoci pfikladu ukaZzte, Ze tvrzeni neplati ):

a) sjednoceni spodetné mnoha otevienych mnoZin je oteviend mnoZina;
b) prunik spoéetnd mnoha otevienych mnoZin je oteviena mnoZina;

¢) sjednoceni spofetné mnoha uzavienych mnoZin je uzaviend mnoZina;
d) prinik spoéetn€ mnoha uzavienych mnoZin je uzaviena mnozina.



